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Ueber Collineationsgruppen an Kummer 'sehen Flächen. 

Von S. Kantor. 



Das Problem der Collineationsgruppen im B 3 ist bekanntlich nicht gelöst. 
Jedoch geht, wenn auch nicht aus den Yorbereitungen einer systematischen 
Lösung, welche C. Jordan veröffentlicht hat, immerhin aus den gelegentlich 
bemerkten Gruppen hervor, dass das Problem in enger Beziehung zu den Flächen 
4. 0. steht. Da jeder Beitrag zu dieser Theorie willkommen sein muss, haupt- 
sächlich aber, weil ich in §17 vorstehender Abhandlung darauf Bezug nehmen 
muss, will ich hier jene Gruppen, welche eine Kumme rsche Fläche K 4 repro- 
duciren können, vollständig angeben. Dies ist bisher nicht geschehen. Herr 
Klein hat in Math. Ann., II. Bd. : "Ueber Liniencomplexe 2. Grades" nur die- 
jenige Gruppe von 16 Collineationen gegeben, welche bei der allgemeinsten 
Kummer'schen Fläche auftritt. 

I. 

Als einfachste Bezeichnung der 16 Punkte und äusserst verallgemeine- 
rungsfähig möchte sich folgende empfehlen. Zwei Reihen *i* 2 * 3 *4> Wh s \ 
mod. 4 werden als Indices von Elementen ih benützt. Dann bilden die 16 Sex- 
tupel von Punkten, für welche weder i noch h gleich denen eines festen unter den 
16 Elementen, noch das i + h congruent mod. 4 dem i + h des festen Elementes 
ist, dieselbe Vertheilung in Bezug auf die 16 Punkte, wie die 16 Kegelschnitte 
in Bezug auf die 16 Doppelpunkte auf ÜT 4 .* Nimmt man statt h^lt^W die 4 

*Für diese Bezeichnung gibt es eine einfache geometrische Interpretation in' der Ebene : 
Theorem. Bildet man in Bezug auf drei Punkte X X X % X % die Conflguration der 16 Punkte 
»<zz X/'cu (i = 1, 2, 8) , so ist jeder Punkt mit 6 anderen auf keiner der 13 Geraden ; diese 6 Punkte sind 
in einem Kegelschnitte und diese 16 Kegelschnitte sind stets die Projection der 16 Kegelschnitte einer 
Kummer'schen Fläche von einem freien Punkte aus. 
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Buchstaben a, h, c, b, so entsteht die Bezeichnung von Schröter (Cr. J., Bd. C, 
p. 231), an die ich mich nun halten will. 

Theorem I. — Die 16 Sextupel der Kummer' sehen Fläche K 4 sind unter einander 
projeetiv. — Denn die Kleinsche Gruppe ist transitiv und führt auch jeden Kegel- 
schnitt in jeden anderen über* 

Theorem IL — Wenn eine weitere Gollineation P von K 4 in sieh existirt, so gibt 
es stets auch eine weitere, welche einen Kegelschnitt in sich überführt. — Denn führt 
P den a in ß über, so erhält man durch Zusammensetzung mit jener Involution, 
welche ß in a überführt, a in a und es können nicht 6 Punkte in a fest bleiben, 
weil damit alle 16 Punkte fest bleiben müssten. 

Theorem III. — Wenn K± , K[ projeetive Sextupel haben, so sind sie collinear in 
einander überführbar. — Man bedient sich dazu eines Weber' sehen Tetraeders jeder 
K 4 .f Da zwei Kegelschnitte in den Seiten ebenen von K 4 zwei Kegelschnitten in 
denen von K{ projeetiv sind, sodass die beiden gemeinsamen Punkte denen in R' z 
entsprechen, so gibt es eine Collineation, welche die 12 Punkte und, da in dem 
durch das Tetraeder und die Schrötersche Ml bestimmten Büschel nur eine K, 
verkommt, auch K 4 in K' 4 überführt. 

Gorollar. Die absoluten Invarianten der K± stimmen also mit denen der 
Sextik überein. Hiemit vereinigt sich die Darstellung der K 4 durch hyperellip- 
tische Integrale. 

Theorem IV. — Wenn eine Gollineation an K± a in ß überführt, so ist sie durch 
die projeetive Beziehung der beiden Sextupel vollkommen bestimmt. — Denn durch die 
Identität in a ist keine andere Raumcollineation als die Identität bestimmt. 

Gorollar I. — Wenn die Collineation a in a überführt, so ist sie durch die 
projeetive Beziehung der beiden Sextupel bestimmt. 

Gorollar IL Es gibt so viel Collineationen an K 4 , welche a in ß über- 
führen, als Projectivitäten unter den 6 Punkten eines Sextupels von K 4 wirklich 
existiren. Hieraus sofort : 

Theorem V. — Wenn die Sextik der K± eine Gruppe von k Projectivitäten gestattet 
so gestattet K 4 r= 16. k Raumcollineationen in sich. 



* Das Theorem folgt auch aus dem Satze von W. Stahl, Cr. J., Bd. 93, §3. 

tCr. J., Bd. 86. Diese Tetraeder haben Doppelebenen zu Seiten, aber nicht Doppelpunkte zu Ecken, 
oder dual. 

JCr. J., Bd.C, p. 256. 



88 Kantor : lieber OolUneationsgruppen an Kummer 7 sehen Flächen. 

IL 
Die 15 Involutionen, welche stets existiren, sind: 

J. (ftfll)(t , bl)(CC 1 )(bb 1 )( a 2 a 3)(^t»3)(C2C3)(i> 2 fc3) • 

2. (aa 2 )(bb 2 )(cc 2 )(bb 2 )(a 1 a3)( , 6 1 63)(c 1 c 3 )(t> 1 b3) . 

3. (aa 3 )(6 1 6 3 )(cc3)(t.b 3 )(a 1 a 2 )(6 1 6 2 )(c 1 c 2 )(b 1 b 2 ) . 

4. (a , &)(a 1 6 1 )(a 2 6 2 )(a3b3)(cb)(c 1 b 1 )(c 2 b 2 )(c3b3) . 

5. (ac)(a 1 c 1 )(a 2 c 2 )(a 3 c 3 )(t»b) (Vi) (b 2 b 2 ) (t» 3 b 3 ) . 

6. (ab)(a 1 b 1 )(a 2 b 2 )(a 3 b 3 )(bc) (Vi) ( V») ( V«) • 

7. (a6 1 )(ait»)(bc 1 )(b 1 c)(a 2 b 3 )(a 3 b 2 )(c 2 b3)(c3b a ) . 

8. (ab 2 )(6a 2 )(cb 2 )(bc 2 )(a 1 b 3 )(a 3 b 1 )(c 1 b3)(c3b 1 ) . 

9. (a6 3 )(a 3 6)(cb3)(c 3 b)(a 1 t» 2 )(aA)(c 1 b 2 )(c 2 b 1 ) . 

10. (ac 1 )(a 1 c)(bb 1 )(V)(fl 2 C3)(a3C2)(t» 2 b 3 )(V 2 )- 

11. (ab 1 )(a 1 b)(k 1 )(t» 1 c)(a 2 b3)(a 3 b 2 )(b 2 C3)(6 3 c 2 ) . 

1 2. (ac 2 )(aic 3 )(6b 2 )( , 6 1 b 3 )(ca 2 )(c 1 a 3 )( V)(^i) • 

13. (ab 2 )(q 1 b3)(bc 2 )(t 1 C3)(ct» 2 )(c 1 b3)(ba 2 )(b 1 a 3 ) . 

14. (ac 3 )(a 1 c 2 )(bb 3 )(t» 1 b 2 )(ca 3 )(c 1 a 2 )(b 1 b 2 )(b6 3 ) . 

15. (ab 3 )(k 3 )(cb3)(ba 3 )(a 1 b 2 )( , 6 1 c 2 )(c 1 6 2 )(b 1 a 2 ) . 

Die Sextik (aja 2 a 3 6cb) kann sechs verschiedene Fälle bieten, insofern Projec- 
tivitäten in Betracht kommen.* 

I. a^, a 3 t», cb sind 3 Paare einer Involution. r= 32. Die 16 neuen Col- 

lineationen sind : 

1. (a 1 a 2 )(a 3 6)(cb)(ab 3 )(b 1 t» 2 )(c3b 3 )(c 1 )(c 2 )(b 1 )(b 2 ) . 

2. (a6 2 6a 2 )(a 1 a 3 b 1 6 3 )(cb 1 bc 1 )(c 2 C3b 2 b3) . 

3. (at>it>ai)(a 2 a 3 , 6 2 b 3 )(cb 2 bc 2 )(c 3 b 1 b 3 c 1 ) . 

4. (ab)(a 3 6 3 )(cb 3 )(c 1 c 2 )(c 3 b)(b 1 b 2 )(a 1 )(a 2 )(b 1 )(t» 2 ). 

5. (aa 3 )(a 1 b 2 )(a 2 b 1 )(6 3 t»)(c 1 b 1 )(cA)(c)(b)(c 3 )(b 3 ). 

6. (ab 3 a 3 b)(a 1 c 2 a 2 c)(k 3 6 3 c)(6 1 b 2 b 2 b 1 ) . 

7. (ac 3 a 3 c)(a 1 b 2 a 2 b 1 )(6 1 c 2 b 2 c 1 )(6 3 b , 6b 3 ) . 

8. (aa 2 bb 2 )(a 1 b3t» 1 a 3 )(cc 1 bb 1 )(c 2 b 3 c 3 b 2 ) . 

9. (aa 1 t»6 1 )( a 2 6 3a3t 2 )(cc 2 bb 2 )(c 1 b 3 c 3 b 1 ) . 

10. (a 1 6 1 )(a 2 b 2 )(cc 3 )(c 1 b 2 )(c 2 b 1 )(bb 3 )(a)(b)(a 3 )(b 3 ) . 

11. (ab 2 t» 3 c 1 )(a 1 c 3 6 2 b)(a 2 ct» 1 b 3 )(a 3 b 1 k 2 ). 



*Cf. mein Buch: "Theorie der endlichen Gruppen von eindeutigen Transformationen in der 
Ebene " (Berlin, Mayer & Müller, 1895). 
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1 2. (ac 8 b 8 t> 1 )(a 1 b,b,c)(a 8 t>b 1 c,)(a,c 1 bt) 8 ) . 

1 3. (ab 1 6 3 c 2 )(a 1 cb2t> 3 )(a !i c 3 , 6 1 t>)(a 3 b a k 1 ) . 

14. (ac 1 b 3 b 2 )(a 1 bb 2 c 3 )(a 2 b 3 l) 1 c)(a3C a 6i? 1 ) . 

1 5. (aba 3 b 3 )(a 1 c 1 a 2 c 2 )(b 2 b 2 1 & 1 b 1 )(b 3 c 3 bc) . 

1 6. (aca 3 c 3 )(a 1 b 1 a 2 b 2 )(c 1 b 2 c 2 t»i)(b 3 b 3 bb) . 

Die Collineationen 1. 4. 5. 10. sind Perspectivitäten, deren Centren und 
Ebenen dasselbe Tetraeder bilden. Es sind 4 Weber'sche Tetraeder je auf eine 
Ebene zusammengesunken und K± ist tetraedroidal. Umgekehrt : 

Theorem VI — Ist K t ein/ach tetraedroidal, so gestattet sie 2. 16 Collineationen 
in sieh. 

IL (ai)(a 2 )(a 3 c)(bb) bestimmen eine Involution in a. r== 4. 16. Ausser 32 
Collineationen der Art II treten auf: 

1- (ai)(a 2 )(c 1 )(c 2 )(a 3 c)(ac 3 )(b 1 b 2 )(bb)(b 3 b 3 )(b 1 b 2 ) . 

2- (b 1 )(b 2 )(b 1 )(b 2 )(ac)(a 1 a 2 )(a 3 c 3 )(cb 3 )(c 1 c 2 )(bb 3 ) . 

3. (b)(b)(b 3 )(b 3 )(aa 8 )(a 1 c 1 )(a 2 c 2 )(cc 8 )(b 1 b 2 )(b 2 b 1 ). 

4. (a)(c !t )(a 3 )(c)(a 1 c 2 )(a 2 c 1 )(lE) 1 b 1 )(lE) 2 b 2 )(bb 3 )(bb3) und 12 Collineationen der Art 

5. (ac 2 c 3 a 1 )(a 2 a 3 c 1 c)(bb x bA)(b 3 b 2 bbj) . 

Die Collineationen 1.-4. sind windschiefe Involutionen und es sind resp. 
Ms. hh) &A> bib 2 ; bb, b 3 b 3 ; ac 3 , ft 3 c die Axen. K t ist auf zweifache Art Tetrae- 
droid, entsprechend den 8 Weber' sehen Tetraedern 

di a 2 b x b 2 aj a 2 bj b 2 

d c 2 b x b 2 bj b 2 c x c 2 

et a 3 b b 3 (X a 3 b b 3 

c c 3 b b 3 b b 3 c c 3 . 

III. (a 1 )(a 2 ft 3 bcb) bestimmen eine Projectivität Index 5 in a. r = 5. 16. Die 
Collineationen sind die 16 gewöhnlichen und 4. 16 von der Art 

(fli)(ft 2 «3 bcb)(bib 3 ab 2 b 1 ) (b 3 c 2 c x c 3 b 2 ) . 

Die Gruppe ist " unzerlegbar '' und sehr beachtenswert. 

IV. (a!a 3 b)(a2Cb) bestimmen eine Projectivität Index 3 in ct. r = Q. 16. Die 
Collineationen sind 16 gewöhnliche, 3. 16 aus I. und 2. 16 der Art 

(a 1 a 3 b)(a 2 cb)(b 1 b 2 b,)(b 3 c 2 c 8 )(c 1 ab 3 )(b 2 ). 
12 
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Theorem VII. — K± mit ß. 16 Gollineationen ist dreifach tetraedroidal und die 
drei Knotentetraeder bilden eine desm.ische Conßguration. — Denn jedes der 3 Tetrae- 
der muss durch die Perspectivitäten eines anderen Tetraeders in das 3. Tetraeder 
übertragen werden. Die 1 2 Weber' sehen Tetraeder sind die beiden Quadrupel 

aus II. und 

a 3 c b 2 b x 

a c 3 i>! b 2 
a 2 Cj b t> 3 
ft i c 2 b 3 b. 

Theorem VIII. — Nimmt man in einer desmischen Gonfiguration auf einer der 
Linien h (Gonßgurationsgeraden) einen Punkt als et, so bestimmen sich die sämmt- 
lichen übrigen 1 6 Punhtedadurch , dass man in den /Seitenßächen der Tetraeder 
vollständige Vierecke construirt welche die Seiten dreiecke der Tetraeder zu Diagonal- 
dreiecken haben. 

V. (a 1 )(ft 3 )(a 2 beb) bestimmen eine Projectivität Index 4 in a. r=24. 16. 
Ausser 16 gewöhnlichen Collineationen, 6. 16 aus I., 3. 16 aus IL, 8. 16 aus IV. 
sind 6. 16 der folgenden Art vorhanden: 

1- (%)(%)(«stcb)(alb 3 c 3 b 3 )(6 2 t> 1 fc 1 t' 2 )(c 1 c !ä ) . 

2. (ftiab 2 t>a 2 a 3 B 1 b 3 )(16c 1 c 3 t) 2 tt 3 c 2 cb 1 ) . 

3. (aia 3 B 2 b 3 a 2 ab 1 b)(k 2 c 3 b 1 t 3 c 1 cb 2 ) . 

4. (a 1 a 2 )(a 3 l& 3 cb 3 )(ftl& 3 cb)(b 1 ty>,&i)(«i)(«») • 

5. (a 1 b 1 c 2 bi)(aa 3 )(X a b 2 c 1 b 2 )(c)(c 3 )(bbb3b 3 ), 6 



Die den 6 Involutionen I. entsprechenden 6 Quadrupel Weberscher Tetraeder 
welche auf Ebenenquadrupel zusammensinken, sind hier 



«1 <*2 &1 h 


«i <h W ^a 


a 3 c b 2 \ 


a 3 c b x b 2 


b b b 2 b 2 


b b l l \> 1 


h c 2 b a b 2 


*i *» h h 


a c 3 bi b 2 


« c 3 b 2 bi 


bi b x b 3 b 3 


b 2 b 2 b 3 b 3 


a a 3 b b 3 


a a 3 b b g 


a 2 Cx b b 8 


a 2 c x b 3 b 


<x c ct 3 c 2 


a'a c 2 a 3 c 3 


c c 3 b b 3 


b b 3 c c 3 


fti c 2 b 3 b 


fti c 2 6 *> 3 


a x Cj a 3 c 3 


fti Cx a c. 



Indem man sie aus denen von IV zusammensetzt, sieht man : 

Theorem IX. — Die K± mit 24. 16 Gollineationen ist ß-fach Tetraedroid und die 
6 Knotentetraeder bilden eine harmonische Gonfiguration 24 4 . 
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Durch diese 24 4 ist aber die K t bestimmt. Nämlich es gilt : 

Theorem X. — Zu jeder 24 4 gehören drei 6-fach tetraedroidale K i . In den 

4 Seitenflächen eines Tetraeders werden die 4 Punkte erhalten als die Ecken von 

Vierecken, in deren 6 Seiten die Ebene von den Seitenflächen der zu ihm nicht des- 

mischen Tetraeder geschnitten wird. 

VI. (aja^bet») bestimmen ein cyclisches Sextupel. r=9. 16. Ausserden 

Collineationen in IV gibt es noch 16 aus I. und 2. 16 der Art : 

(a 1 a 2 a 3 '6cb)(fc 3 c 1 C3ti 1 ^ 2 )(ftb 1 t) s )(c 3 ). 

K± ist vierfach tetraedroidal. 

In jedem dieser 6 Fälle gestattet ÜT 4 die gleiche Anzahl von Correlationen 
in sich wie von Collineationen. Cf. mein allgemeines Theorem Cr. J., Bd. CXVI. 
Calais (Reims) 1895. 



